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Abstract. In this note, we characterize quasi-normality of two-sided mul-
tiplication, restricted to a norm ideal and we extend this result, to an im-
portant class which contains all quasi-normal operators. Also we give some
applications of this result.
1. Introduction. Soit L(H) l’alge`bre de Banach des ope´rateurs line´aires
borne´es sur un espace de Hilbert H. Si A ≡ (A1, . . . , An) et B ≡ (B1, . . . , Bn)
sont deux n-uplets d’e´le´ments de L(H), alors l’ope´rateur e´le´mentaire associe´ a` A
et B, note´ RA,B est de´fini par
RA,B(X) =
n∑
i=1
AiXBi (X ∈ L(H)).
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Pour Ai, Bi ∈ L(H), on pose LAi(X) = AiX et RBi(X) = XBi (X ∈ L(H)).
Alors LAi et RAi sont deux ope´rateurs de L(H) qui commutent et on a
RA,B =
n∑
i=1
LAiRBi .
Parmi les ope´rateurs e´le´mentaires qui ont suscite´ beaucoup d’inte´reˆt on
cite :
i) δA,B la de´rivation ge´ne´ralise´e associe´e a` A et B, de´finie par
δA,B(X) = AX −XB, (A,B,X ∈ L(H)).
ii) MA,B la bi-multiplication associe´e a` A et B, de´finie par
MA,B(X) = AXB, (A,B,X ∈ L(H)).
Soit J un ide´al bilate`re de L(H). On appelle norme syme´trique sur J
toute norme ‖ · ‖J ve´rifiant les proprie´te´s suivantes :
(i) ‖AXB||J ≤ ‖A‖‖X‖J‖B‖ pour tout X ∈ J et A, B ∈ L(H) ;
(ii) ‖X‖J = ‖X‖ pour tout ope´rateur X de rang 1.
Un ide´al norme´ de L(H) (voir [11]), est un ide´al J muni d’une norme
syme´trique ‖ · ‖J et qui en fait un espace de Banach. On le note (J, ‖ · ‖J). En
particulier, la classe de Hilbert-Schmidt, note´e C2(H) est un ide´al norme´. On
rappelle ici que
C2(H) = {T ∈ L(H); tr(T
∗T ) <∞},
ou` tr de´signe la fonctionnelle trace. De plus, C2(H) muni du produit scalaire trace
est un espace de Hilbert. Dans toute la suite (J, ‖ · ‖J ) de´signe un ide´al norme´ de
L(H).
Si X ∈ J , alors ‖RA,B(X)‖J ≤
∑n
i=1 ‖Ai‖‖Bi‖‖X‖J . Ainsi, la restriction
de RA,B a` J , qu’on notera RJ,A,B, est un ope´rateur line´aire continu sur (J, ‖ ·‖J ).
La restriction de MA,B a` J sera note´e par MJ,A,B. En particulier si J = C2(H),
alors on pose MJ,A,B =M2,A,B .
Suivant la re´fe´rence [6], l’adjoint ge´ne´ralise´ de RJ,A,B note´ R
∗
J,A,B, est
de´fini par
R∗J,A,B(X) =
n∑
i=1
A∗iXB
∗
i .
L’ope´rateur RJ,A,B est normal si
RJ,A,BRJ,A∗,B∗ = RJ,A∗,B∗RJ,A,B,
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ou` A∗ = (A∗1, . . . , A
∗
n) et B
∗ = (B∗1 , . . . , B
∗
n) (voir [6]).
Dans l’article [7], l’auteur a montre´ que l’ope´rateur RA,B est normal au
sens de la de´finition pre´ce´dente si et seulement si les coefficients Ai, 1 ≤ i ≤ n et
les coefficients Bi, 1 ≤ i ≤ n sont normaux et commutent deux a` deux.
L’e´tude des proprie´te´s structurelles d’une bi-multiplication, en fonction
de celles de ces coefficients a suscite´ l’inte´reˆt de nombreux auteurs, on cite ici
Magajna dans [9].
Rappelons qu’un ope´rateur T ∈ L(H) est quasi-normal [5] si
TT ∗T = T ∗TT.
Dans l’article [3] (voir aussi [2]), Campbell et Gellar ont introduit et e´tudie´ la
classe Θ(H) des ope´rateurs T qui ve´rifie l’e´galite´
(T + T ∗)T ∗ = T ∗(T + T ∗).
Il est clair que tout ope´rateur quasi-normal est dans Θ(H).
En utilisant l’adjoint ge´ne´ralise´, on dira que MJ,A,B est quasi-normal si
MJ,A,BMJ,A∗,B∗MJ,A,B =MJ,A∗,B∗MJ,A,BMJ,A,B,
et que MJ,A,B est dans Θ(J) si
(MJ,A,B +MJ,A∗,B∗)MJ,A∗,B∗MJ,A,B =MJ,A∗,B∗MJ,A,B(MJ,A,B +MJ,A∗,B∗).
Dans la deuxie`me partie de ce travail, nous e´tudions la quasi-normalite´
de MJ,A,B lorsque J est un ide´al norme´ quelconque (The´ore`me 2.2) et dans la
troisie`me partie, nous donnons des conditions ne´cessaires et suffisantes sur les
ope´rateurs A et B de L(H) pour que MJ,A,B soit dans Θ(J) (The´ore`me 3.7).
Rappelons qu’un ope´rateur line´aire borne´ T de´fini sur un espace de Banach X
est dit spectraloide si r(T ) = ‖T‖, ou` r(T ) est le rayon spectral de T . La dernie`re
partie, est consacre´ a` l’application des re´sultats que nous avons e´tablis, nous
donnons des conditions sur A et B pourque la bi-multiplication MJ,A,B de Θ(H)
soit spectraloide (The´ore`me 4.2).
2. Quasi-normalite´. Dans la proposition suivante nous donnons une
condition ne´cessaire et suffisante pour avoir l’e´galite´ de deux bi-multiplications.
Proposition 2.1. Si A, B, C et D sont des ope´rateurs non nuls de L(H),
alors MJ,A,B = MJ,C,D si et seulement si il existe un scalaire α non nul tel que
A = αC et B =
1
α
D.
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P r e u v e. Supposons queMJ,A,B =MJ,C,D. AlorsMJ,A,B(X) =MJ,C,D(X)
pour tout X ∈ J . En particulier, pour X = x⊗ y, ou` x, y ∈ H, on a
Ax⊗B∗y = Cx⊗D∗y.
Puisque A, B, C et D sont non nuls, alors
KerA = KerC et KerB∗ = KerD∗.
Maintenent, si x ∈ KerA⊥ et y ∈ KerB∗⊥, alors il existe un scalaire α non nul
tel que Ax = αCx et B∗y =
1
α
D∗y. Puisque α ne de´pend pas du choix de x et y,
on de´duit que A = αC et B∗ =
1
α
D∗. D’ou` le re´sultat en passant a` l’adjoint.
Re´ciproquement, si A = αC et B =
1
α
D, alors
MJ,A,B =MJ,αC, 1
α
D =MJ,C,D. 
Dans le the´ore`me suivant nous caracte´risons la quasi-normalite´ d’une bi-
multiplication.
The´ore`me 2.2. Soient A, B ∈ L(H). Alors MJ,A,B est quasi-normal si
et seulement si A et B∗ sont quasi-normaux.
P r e u v e. Un simple calcule montre que MJ,A,B est quasi-normal si et
seulement si
MJ,AA∗A,BB∗B =MJ,A∗AA,BBB∗ .
Maintenant, si A et B∗ sont quasi-normaux, alors AA∗A = A∗AA et B∗BB∗ =
BB∗B∗. En passant a` l’adjoint dans la dernie`re e´galite´, on obtient BB∗B =
BBB∗. Donc d’apre`s la proposition 2.1, on a
MJ,AA∗A,BB∗B =MJ,A∗AA,BBB∗ .
D’ou` MJ,A,B est quasi-normal.
Re´ciproquement, si MJ,A,B est quasi-normal, alors
MJ,AA∗A,BB∗B =MJ,A∗AA,BBB∗ .
Par la proposition 2.1 il existe un scalaire α non nul tel que
AA∗A = αA∗AA et BB∗B =
1
α
BBB∗.
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En multipliant AA∗A = αA∗AA a` gauche par A∗ et BB∗B =
1
α
BBB∗ a` droite
par B∗, on obtient
A∗AA∗A = αA∗A∗AA et BB∗BB∗ =
1
α
BBB∗B∗.
Puisque A∗AA∗A et A∗A∗AA sont positifs, alors α est positif. En passant a` la
norme on obtient
‖A‖4 = α‖A2‖2 ≤ α‖A‖4 et ‖B‖4 =
1
α
‖B2‖2 ≤
1
α
‖B‖4.
En conse´quence α = 1, ce qui implique que
AA∗A = A∗AA et BB∗B = BBB∗.
Finalement A et B∗ sont quasi-normaux. 
Dans le cas particulier J = C2(H), on obtient le corollaire suivant qui
figure dans [9].
Corollaire 2.3. M2,A,B est quasi-normal si et seulement si A et B
∗ sont
quasi-normaux.
3. Appartenance a` Θ(J). Nous commencons cette partie par doneer
un example d’ope´rateur qui est quasi-normal et qui n’est pas dans Θ(H).
Exemple 3.1. Soit S le shift unilateral de´fini par Sen = en+1 ou` {en}n
est une base orthonorme´e de H. Alors on a : S∗SSen = SS
∗Sen, pour tout
n ∈ N, donc S est quasi-normal. Mais, (S+S∗)S∗e0 = 0 6= S
∗(S+S∗) = e0, donc
S /∈ Θ(H).
Les deux lemmes qui suivent nous serons utiles dans la suite de ce para-
graphe.
Lemme 3.2. Soient RA,B =
∑n
i=1 LAiRBi , l’ope´rateur e´le´mentaire as-
socie´ aux suites A = {Ai}
n
i=1 et B = {Bi}
n
i=1 d’ope´rateurs de L(H). Alors RA,B
est continu pour la topologie faible des ope´rateurs.
P r e u v e. Pour tout i ∈ {1, 2, . . . , n} les ope´rateurs LA et RB sont conti-
nus pour la topologie faible des ope´rateurs. Donc
∑n
i=1 LAiRBi , est aussi continu
pour cette topologie. 
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Le lemme suivant montre qu’un ope´rateur e´le´mentaire est nul sur L(H)
si et seulement si il est nul sur J .
Lemme 3.3. Soit RA,B =
∑n
i=1 LAiRBi l’ope´rateur e´le´mentaire associe´
aux suites A = {Ai}
n
i=1 et B = {Bi}
n
i=1 d’ope´rateurs de L(H). Alors RJ,A,B = 0
si et seulement si RA,B = 0.
P r e u v e. Si RA,B(X) = 0 pour tout X ∈ J , alors RA,B(X) = 0 pour tout
X dans F(H). Puisque F(H) est dense pour la topologie faible des ope´rateurs,
alors pour tout X ∈ L(H) il existe une suite ge´ne´ralise´e {Xα}α d’ope´rateurs
de F(H) telle que Xα converge pour la topologie faible des ope´rateurs vers X.
Or d’apre`s le lemme 3.2 RA,B(X) est continu pour la topologie faible, donc
RA,B(X) = RA,B(limwotXα) = limwotRA,B(Xα), ou` limwot de´signe la limite
faible. Par conse´quent RA,B(X) = 0 pour tout X ∈ L(H). 
Dans la suite nous aurons aussi besoin des propositions suivantes.
Proposition 3.4. Si B∗ est un ope´rateur quasi-normal et s’il existe un
scalaire λ non nul tel que λBB∗B∗ = BBB∗, alors B = λB∗.
P r e u v e. Supposons que B∗ est quasi-normal et qu’il existe un scalaire
λ non nul tel que λBB∗B∗ = BBB∗. Alors pour tout x ∈ KerB on a
B∗BB∗x = BB∗B∗x
=
1
λ
B2B∗x
=
1
λ
BB∗Bx
= 0.
Ceci entraine que B∗x ∈ KerB∗B = KerB pour tout x ∈ KerB. Donc KerB est
invariant par B∗. Par conse´quent, KerB est orthogonalement re´duisant pour B.
Suivant la de´composition H = KerB ⊕ R(B∗) les ope´rateurs B et B∗ s’e´crivent
sous la forme
B =
(
0 0
0 B4
)
et B∗ =
(
0 0
0 B∗4
)
Maintenant, l’e´galite´ λBB∗B∗ = BBB∗ implique que
λ〈B∗B∗x,B∗x〉 = 〈BB∗x,B∗x〉, pour tout x ∈ H.
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Donc B et λB∗ coincident sur R(B∗), par suite ils coincident sur R(B∗). D’ou`
λB∗4 = B4. Finalement
B = λB∗. 
Remarque 3.5. La classe Θ(H) n’est pas stable par la multiplication des
scalaires. En effet, d’apre`s l’exemple 3.1, il existe un ope´rateur T de Θ(H) qui n’est
pas quasi-normal. Supposons que ce T ve´rifie iT ∈ Θ(H). Alors T ∗T (T ∗ + T ) =
(T ∗ + T )T ∗T et T ∗T (T − T ∗) = (T − T ∗)T ∗T , en faisant la somme des deux
dernie`res e´galite´s, on obtient
(T ∗T )T = T (T ∗T ),
c’est-a`-dire que T est quasi-normal, ce qui contredit le fait que T n’est pas quasi-
normal. Donc iT n’est pas pas dans Θ(H).
Proposition 3.6. Soient A ∈ L(H) et λ un scalaire de module 1. Alors
(1 + λ)A ∈ Θ(H) si et seulement si (A∗ + λA)A∗A = A∗A(A∗ + λA).
P r e u v e. Supposons que (1 + λ)A ∈ Θ(H). Alors
[(λ+ 1)A∗ + (λ+ 1)A]A∗A = A∗A[(λ+ 1)A∗ + (λ+ 1)A].
En multipliant les deux membres de cette e´galite´ par un scalaire λ de module
e´gal a` 1, on obtient
[(1 + λ)A∗ + (λ2 + λ)A]A∗A = A∗A[(1 + λ)A∗ + (λ2 + λ)A],
donc
[(1 + λ)(A∗ + λA)]A∗A = A∗A[(1 + λ)(A∗ + λA)].
D’ou`
(A∗ + λA)A∗A = A∗A(A∗ + λA),
pour tout scalaire λ de module e´gal a` 1.
Re´ciproquement, on suppose que
(∗) (A∗ + λA)A∗A = A∗A(A∗ + λA).
En passant a` l’adjoint, on obtient
(∗∗) (A+ λA∗)A∗A = A∗A(A+ λA∗).
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En faisant la somme de (∗) et (∗∗), il vient que
[(λ+ 1)A∗ + (λ+ 1)A]A∗A = A∗A[(λ+ 1)A∗ + (λ+ 1)A].
Donc
(1 + λ)A ∈ Θ(H), pour tout scalaire λ. 
Le re´sultat principal de ce paragraphe est le the´ore`me suivant.
The´ore`me 3.7. Soient A et B deux ope´rateurs non nuls de L(H). Alors
les proprie´te´s suivantes sont ve´rifie´es :
i) Si A et B∗ sont quasi-normaux, alors MJ,A,B est dans Θ(J).
ii) Si A n’est pas quasi-normal et B∗ est quasi-normal, alors MJ,A,B ∈
Θ(J) si et seulement si il existe un scalaire λ tel que B = λB∗ et (1+λ)A ∈ Θ(H).
P r e u v e. Si A et B∗ sont quasi-normaux, alors d’apre`s le the´ore`me 2.2
MJ,A,B est quasi-normal. Donc MJ,A,B ∈ Θ(J).
Pour montrer (ii) posons
F (X) = (MJ,A∗,B∗ +MJ,A,B)(MJ,A∗,B∗MJ,A,B)
−(MJ,A∗,B∗MJ,A,B)(MJ,A∗,B∗ +MJ,A,B).
Alors F = 0 si et seulement si MJ,A,B ∈ Θ(J).
Soit X ∈ J , alors
F (X) = A∗A∗AXBB∗B∗ +AA∗AXBB∗B
−A∗AA∗XB∗BB∗ −A∗AAXBBB∗
= (A∗ +A)A∗AXBB∗B∗ +AA∗AX(BB∗B −BB∗B∗)
−A∗A(A∗ +A)XB∗BB∗ −A∗AAX(BBB∗ −B∗BB∗).
Supposons que A n’est pas quasi-normal et que B∗ est quasi-normal. Alors
F (X) = ((A∗ +A)A∗A−A∗A(A∗ +A))XBB∗B∗
+(AA∗A−A∗AA)X(BB∗B −BB∗B∗).
Supposons queMJ,A,B ∈ Θ(J). Donc F (X) = 0 pour toutX ∈ J . Il vient alors du
lemme 3.3 que F (X) = 0 pour tout X ∈ L(H). Si la famille {BB∗B∗, BB∗B −
BB∗B} est line´airement inde´pendente, alors [4, The´ore`me 1] donne AAA∗ =
A∗AA c’est-a`-dire que A est quasi-normal, ce qui contredit le fait que A n’est pas
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quasi-normal. En conse´quence la famille {BB∗B∗, BB∗B − BB∗B} est line´aire-
ment de´pendente. Donc il existe un scalaire α tel que
BB∗B −BB∗B∗ = αBB∗B∗,
ce qui implique
(α+ 1)BB∗B∗ = BB∗B = BBB∗.
D’apre`s la proposition 3.4, on conclut que B = (α+ 1)B∗.
D’autre part, si on pose λ = α+ 1, alors
F (X) = λ[(A∗ +A)A∗A−A∗A(A∗ +A)]XB∗3
+(λ2 − λ)(AA∗A−A∗AA)XB∗3
= 0,
ce qui entraine
[(A∗ +A)A∗A−A∗A(A∗ +A) + (λ− 1)(AA∗A−A∗AA)]XB∗3 = 0,
pour tout X ∈ L(H). Puisque B∗ est un ope´rateur quasi-normal non nul, alors
B∗3 est aussi non nul et par [4, The´ore`me 1], on conclut que
(A∗ +A)A∗A−A∗A(A∗ +A) + (λ− 1)(AA∗A−A∗AA) = 0.
Donc
(A∗ + λA)A∗A = A∗A(A∗ + λA).
Par la proposition 3.6, il vient que
(1 + λ)A ∈ Θ(H).
Re´ciproquement, on suppose B = λB∗ et (1 + λ)A ∈ Θ(H). Alors
F (X) = λA∗A∗AXB∗3
+λ2AA∗AXB∗3 − λA∗AA∗XB∗3 − λ2A∗AAXB∗3
= λ[(A∗ + λA)A∗A−A∗A(A∗ + λA)]XB∗3.
Donc la proposition 3.6 permet de conclure que :
(A∗ + λA)A∗A−A∗A(A∗ + λA) = 0.
Par conse´quent F (X) = 0, pour tout X ∈ J , doncMJ,A,B ∈ Θ(J), ce qui termine
la preuve du the´ore`me. 
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Remarque 3.8. Remarquons que dans la preuve du the´ore`me pre´ce´dent
A et B∗ jouent des roˆles syme´triques. Ainsi, si A est quasi-normal et B∗ n’est
pas quasi-normal, alors MJ,A,B ∈ Θ(J) si et seulement si il existe un scalaire λ
tel que A∗ = λA et (1 + λ)B∗ ∈ Θ(H).
Si J = C2(H) dans le the´ore`me pre´ce´dent, alors on obtient le corollaire
suivant :
Corollaire 3.9. Soient A et B deux ope´rateurs non nuls de L(H). Alors
les proprie´te´s suivantes sont ve´rifie´es :
i) Si A et B∗ sont quasi-normaux, alors M2,A,B ∈ Θ(C2(H)).
ii) Si A n’est pas quasi-normal et B∗ est quasi-normal, alors M2,A,B ∈
Θ(C2(H)) si et seulement si il existe un scalaire λ tel que B = λB
∗ et (1+λ)A ∈
Θ(H).
4. Applications. Soit T un ope´rateur line´aire borne´ de´fini sur un espace
de Banach X. Il est connu que ‖MJ,A,B‖ = ‖A‖‖B‖ ([8]) et que σ(MJ,A,B) =
σ(A)σ(B) ([10]). En utilisant ces deux derniers re´sultats, on obtient la proposition
suivante qui nous sera utile dans la suite.
Proposition 4.1. Soient A et B deux ope´rateurs non nuls de L(H).
Alors MJ,A,B est spectraloide si et seulement si A et B sont spectraloides.
P r e u v e. Supposons que MJ,A,B est spectraloide. Puisque on a
‖MJ,A,B‖ = ‖A‖‖B‖ et σ(MJ,A,B) = σ(A)σ(B).
Alors
‖MJ,A,B‖ = ‖A‖‖B‖
= r(MJ,A,B)
= R(A)r(B)
≤ ‖A‖r(B).
Donc ‖B‖ ≤ r(B) et par suite ‖B‖ = r(B). De la meˆme fac¸on, on conclut que
r(A) = ‖A‖. Donc A et B sont spectraloides.
Re´ciproquement, si A et B sont spectraloides, alors r(A)r(B) = ‖A‖‖B‖,
donc on a r(MJ,A,B) = ‖MJ,A,B‖. 
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Dans [3] Campbell et Gellar ont montre´ que tout ope´rateur de Θ(H) est
spectraloide. Une question se pose naturellement :
Est ce qu’ une bi-multiplication MJ,A,B de Θ(J) est spectraloide ?
Le the´ore`me suivant donne une re´ponse partielle a` cette question.
The´ore`me 4.2. Soient A et B deux ope´rateurs non nuls de L(H). Alors
on a les proprie´te´s suivantes :
i) Si MJ,A,B est quasi-normal, alors MJ,A,B est spectraloide.
ii) Si MJ,A,B ∈ Θ(J) et A et B sont tels que A n’est pas quasi-normal et
B∗ est quasi-normal, alors MJ,A,B est spectraloide.
P r e u v e. Supposons queMJ,A,B est quasi-normal, alors d’apre`s le the´ore`-
me 2.2 les ope´rateurs A et B sont quasi-normaux, donc A et B sont spectraloides
et par la proposition 4.1, on conclut que MJ,A,B est spectraloide. Ceci montre
i). Pour ii) supposons que MJ,A,B ∈ Θ(J). Si A n’est pas quasi-normal et B
∗
est quasi-normal, alors d’apre`s le the´ore`me 3.7, il existe un scalaire λ tel que
B = λB∗ et (1 + λ)A ∈ Θ(H), d’ou` r(A) = ‖A‖ et r(B) = ‖B‖, c’est-a`-dire
que A et B sont spectraloides et par la proposition 4.1, il vient que MJ,A,B est
spectraloide. 
Remarque 4.3. Si MJ,A,B ∈ Θ(J) et A et B sont tels que A est quasi-
normal et B∗ n’est pas quasi-normal, alors d’apre`s la remarque 3.8 il existe un
scalaire λ tel que A∗ = λA et (1 + λ)B∗ ∈ Θ(H) et par le meˆme argument que
dans la preuve du the´ore`me 4.2, on conclut que MJ,A,B est spectraloide.
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